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摘要：基于ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，考虑裂纹产生的集中应力效应，引入裂纹影响因子，运用

哈密顿变分原理建立了含裂纹砼梁的动力学控制方程；将位移函数用Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ正交多项式展

开，结合边界条件，得到了含裂纹砼简支梁的特征向量方程；通过数值分析，研究了裂纹在不同位

置和深度时对含裂纹梁各阶固有频率的影响。
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　　砼以其生产成本低、适应性强、耐久性好及应用

方便等优点成为实际工程中最常见的建筑材料。但

砼极易产生裂纹，而裂纹的出现将导致结构承载力

下降，危及结构安全及使用寿命。因此，研究含裂纹

砼梁的动力学特性十分必要。王丹生等基于弯曲弹

簧模型，利用结构振动波传播理论对含裂纹砼梁的

动力特性进行了研究。ＹｏｋｏｙａｍａＴ．等通过引入模

拟裂纹的线弹簧模型，研究了含裂纹的均匀Ｅｕｌｅｒ

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ砼梁的自由振动问题。张炜等将裂纹模

拟为无质量的扭转弹簧，通过递推方法研究了多种

边界条件下含任意数量裂纹梁的振动特性。Ｒｕｏｔｏ

ｌｏＲ．等利用有限元模型研究了裂纹悬臂梁在简谐

荷载作用下的动力响应。杨鄂川等采用裂纹梁连续

等效刚度模型对轴向运动裂纹梁的横向振动特性进

行了研究，得到了裂纹梁的一阶和二阶固有频率数

值解。李兆军等基于有限元位移模式建立了裂纹梁

的动力方程，研究了含裂纹构件梁结构的动态性能。

苟兵旺等对轴向压力作用下简支裂纹梁和悬臂裂纹

梁的振动特性进行了研究。该文引入裂纹影响因子

描述裂纹附近应力、应变集中现象，基于ＥｕｌｅｒＢｅｒ

ｎｏｕｌｌｉ梁理论，采用哈密顿能量变分原理建立含裂

纹砼梁的动力学控制方程，通过数值计算，对含裂纹

砼梁的自由振动问题进行分析。

１　动力学控制方程

如图１所示，含单裂纹砼简支梁的长度为犾，高

度为犱，宽度为犫；其外侧边缘有一横向裂纹，裂纹

距梁左端狓ｃ，裂纹深度为犪。

为便于分析，假定所有材料为均匀弹性材料，并

作以下假定：１）应变沿截面高度线性变化；２）不

图１　含裂纹砼简支梁示意图

考虑剪切效应；３）只考虑微小不扩展裂纹，且裂纹

不闭合，裂纹沿梁宽度方向的开裂深度相同。基于

以上假定，含裂纹砼梁的几何方程和物理方程如下：

狌ｃ＝－狕狑ｃ，狓，狏ｃ，狓 ＝０，狑ｃ＝狑（狓，狋）

ε
ｃ
狓狓 ＝

狌ｃ

狓
＝［－狕＋犜ｓφ（狓，狕）］


２狑ｃ

狓
２

ε
ｃ
狔狔 ＝ε

ｃ
狕狕＝０

ε
ｃ
狓狔 ＝ε

ｃ
狔狕＝ε

ｃ
狓狕＝０

σ
ｃ
狓狓 ＝犈ｃε

ｃ
狓狓 ＝犈ｃ［－狕＋犜ｓφ（狓，狕）］


２狑ｃ

狓
２

烅

烄

烆

（１）

式中：狌、狑 为梁在狓 和狕方向的位移；犈ｃ为砼弹性

模量；犜ｓ为裂纹影响因子，梁上不存在裂纹时犜ｓ＝

０，否则犜ｓ＝１；φ（狓，狋）为引进的裂纹影响因子函

数，其具有应力在裂纹尖端最大且沿梁轴向呈指数

衰减的特征，其表示形式见式（２）。

φ（狓，狕）＝［狕－犿（狕＋
犪

２
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　　狕）］ｅ－α
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式中：犿 为常数，表示裂纹处应力沿横向线性变化

的斜率，对于不超过中心轴的微小裂纹，忽略中性轴

以上裂纹对应力、应变的影响，其计算公式见式（３）；

狌（犱－犪－狕）为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数，其取值见式（４）；α
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为无量纲常数，表示裂纹尖端应力的衰减率，对于单

裂纹梁，α＝１．２７６。
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砼的动能和应变能表达式分别为：
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式中：ρｃ、犞ｃ分别表示砼的密度和体积。

利用哈密顿能量变分原理建立含裂纹砼梁的动

力学控制方程。将式（５）和式（６）代入砼梁的哈密顿

能量变分方程：
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式中：犜 为系统的总动能；犞 为结构外力势能，对于

自由振动，犞＝０；犝 为系统的总应变能；狋为时间。

忽略式（５）中的第二项，则犜、犝 的表达式如下：
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式中：犃ｃ为砼截面面积。

将式（８）代入式（７），得含裂纹砼梁的自由振动

微分控制方程为：
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式中：犳（狓）＝［－狕＋犜ｓφ（狓，狕）］
２ｄ狓。

仅考虑谐波振动，采用分离变量法，设狑（狓，狋）

＝犠（狓）犜（狋）、犜（狋）＝ｅ犻ω狋，并引入无量纲坐标ξ＝

狓／犔，得：
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式中：α１ 为关于变量ξ的函数，α１＝犈ｃ犳（ξ）；α２ 为

常数，α２＝ρｃ犃ｃ。

２　问题求解

式（１０）为含变系数的高阶微分方程，直接求解

难度较大。为此，采用文献［１１］中提出的方法分析

含单裂纹砼梁的自由振动问题。将犠（ξ）以Ｃｈｅｂｙ

ｓｈｅｖ正交多项式展开，得：
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式中：犖 为级数展开项数；犾犻是未知系数；犜犻（ξ）为

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式，其递推关系见式（１２）。
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对于简支梁，其边界条件为：
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式中：
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利用式（１３），结合边界条件和控制方程得到如

下封闭线性代数方程组：

（犉－ω
２犌）·犾｛｝＝０ （１４）

式中：犉＝ 犳犻犼［ ］犖×犖；犌＝ 犵犻犼［ ］犖×犖；犾｛｝＝ 犾犻［ ］犖×１。

式（１４）为含裂纹砼梁自由振动的特征向量方

程。因该方程存在非零解，其系数矩阵行列式必须

为零，即：

犉－ω
２犌 ＝０ （１５）

当α１、α２ 分别为已知函数和常数时，由式（１５）

可得关于固有频率的方程，从而求得含裂纹梁的固

有频率。

３　数值算例

如图１所示，某含裂纹简支梁长度犾＝１ｍ，高

度犱＝０．０５ｍ，宽度犫＝０．０５ｍ；砼的弹性模量犈ｃ＝

３×１０４ＭＰａ，密度ρｃ＝２０００ｋｇ／ｍ
３。按上述方法对

其动力特性进行分析，位移函数按多项式展开的项
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数犖＝１２，得到不同裂纹位置和深度时含裂纹砼梁

的前三阶固有频率（见表１～３），并与文献［１］中结

果进行对比。

从表１～３可知：裂纹位置和深度的改变对含裂

表１　裂纹位置及深度对第一阶固有频率的影响

犪／犺
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　　　　　　第一阶固有频率／（ｒａｄ·ｓ－１）　　　 　　　

文献［１］中含裂纹砼梁的第一阶

　　　　　　　　固有频率／（ｒａｄ·ｓ－１）　　　　　　　
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表２　裂纹位置及深度对第二阶固有频率的影响
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０．５ ２１７２．２８ ２１６３．１６ ２１６９．４７ ２１６８．７７ ２１７３．７３ ２０８２．６４ １９４３．３７ １９７２．１１ ２１１２．０９ ２２０６．９１

０．６ ２１７０．３０ ２１６０．８３ ２１６７．６１ ２１６６．８８ ２１７２．０８ １９８７．４８ １８０１．６０ １８６３．５４ ２０６４．５５ ２２０６．９１

表３　裂纹位置及深度对第三阶固有频率的影响

犪／犺

不同裂纹位置和深度时含裂纹砼梁的

　　　　　　第一阶固有频率／（ｒａｄ·ｓ－１）　　　 　　　

文献［１］中含裂纹砼梁的第一阶

　　　　　　　　固有频率／（ｒａｄ·ｓ－１）　　　　　　　

狓ｃ＝０．１ｍ，

犾＝０．９ｍ

狓ｃ＝０．２ｍ，

犾＝０．８ｍ

狓ｃ＝０．３ｍ，

犾＝０．７ｍ

狓ｃ＝０．４ｍ，

犾＝０．６ｍ

狓ｃ＝０．５ｍ，

犾＝０．５ｍ

狓ｃ＝０．１ｍ，

犾＝０．９ｍ

狓ｃ＝０．２ｍ，

犾＝０．８ｍ

狓ｃ＝０．３ｍ，

犾＝０．７ｍ

狓ｃ＝０．４ｍ，

犾＝０．６ｍ

狓ｃ＝０．５ｍ，

犾＝０．５ｍ

０．０ ４９６６．７６ ４９６６．７６ ４９６６．７６ ４９６６．７６ ４９６６．７６ ４９６５．５５ ４９６５．５５ ４９６５．５５ ４９６５．５５ ４９６５．５５

０．１ ４９１８．５４ ４９１８．７６ ４９３２．６７ ４９３５．７４ ４９３２．５３ ４９４８．８３ ４９４２．８０ ４９６３．１４ ４９５６．７９ ４９４０．３１

０．２ ４８７６．３７ ４８８０．４１ ４９０５．９２ ４９１１．５３ ４９０５．９５ ４９０１．００ ４８８１．５２ ４９５６．５３ ４９３２．４２ ４８７１．３６

０．３ ４８６３．７９ ４８６９．４４ ４８９８．３１ ４９０４．６８ ４８９８．４３ ４８１７．７４ ４７８６．４１ ４９４５．９３ ４８９２．２２ ４７６１．３３

０．４ ４８６３．７４ ４８６９．３８ ４８９８．２６ ４９０４．６４ ４８９８．３８ ４６８８．２０ ４６６１．４１ ４９３１．２２ ４８３４．２７ ４６１０．１６

０．５ ４８６３．３６ ４８６９．１４ ４８９８．１２ ４９０４．５０ ４８９８．２４ ４４９５．６６ ４５１２．１８ ４９１２．２１ ４７７４．９０ ４４１７．６２

０．６ ４８５７．４２ ４８６４．２６ ４８９４．８０ ４９０１．４９ ４８９４．９６ ４２２４．９１ ４３４９．１２ ４８８９．０６ ４６５５．８１ ４１８７．５９

纹砼梁固有频率有一定影响，随着裂纹深度的增加，

含裂纹砼梁的前三阶固有频率逐渐减小；裂纹深度

相同时，简支砼梁在对称位置的固有频率相同。由

于引入了应力影响因子函数，即考虑了裂纹尖端对

应力、应变的影响，所得结果与文献［１］存在一定误

差，但误差很小，两者结果基本一致，验证了文中求
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解方法的正确性和可靠性。由于应力影响因子函数

只适用于微小裂纹，随着裂纹深度的扩展，所得结果

的误差增大。此外，比较裂纹处于不同位置时的前

三阶固有频率，并未呈现明显的变化规律，说明利用

固有频率进行裂纹损伤定位不具有唯一性。

４　结论

该文引入裂纹影响因子函数模拟裂纹的影响，

推导得到了含裂纹砼简支梁的自由振动控制方程；

采用多项式展开的数值方法求解含裂纹砼梁的动力

学控制方程，得到了裂纹梁的前三阶固有频率，并与

已有文献比较，验证了方法的可行性。主要结论如

下：１）随着裂纹深度的增加，含裂纹砼梁的前三阶

固有频率减小；２）裂纹位置的变化对含裂纹砼梁的

固有频率有影响，对于简支梁，当相同深度的裂纹在

对称位置出现时，梁的固有频率也相同；３）利用固

有频率进行裂纹损伤定位不具有唯一性。
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成本为（１２＋８＋１２＋１８＋７２＋６８）×８．５×１０００×２

÷１００００＝３２３万元。预计设计周期内采用凿毛技

术最多需养护１次，则１ｋｍ 桥面总成本为２８９＋

３２３＝６１２万元。

采用凿毛技术，预计设计周期内１ｋｍ 桥面可

节约费用９２４．８－６１２＝３１２．８万元。

５　结论

（１）通过对水泥砼基面处治效果评价指标及层

间粘结性能评价指标的筛选，选取露骨率和构造深

度评价界面处理效果，层间剪切强度和拉拔强度评

价复合式路面层间粘结效果。

（２）通过现场试验路水泥砼基面处治指标测

试，得出摆式摩擦系数不能用于评价水泥砼界面处

治效果；凿毛方法得到的露骨率和构造深度比喷砂

打毛法更高，界面粗糙度更大。

（３）喷砂法处理的复合路面的剪切强度和拉拔

强度远低于凿毛法，凿毛界面粗糙度更大，能提供比

喷砂界面更大的抗剪强度和粘结强度，有助于提高

刚柔界面的粘结性能。

（４）与喷砂法相比，凿毛界面具有更好的经济

和性能优势。
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