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摘要：为分析桥面不平顺状态下含表面裂纹时桥－车耦合振动，利用１／４车辆模型，基于桥面
不平顺产生的随机激励，运用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立桥面不平顺状态下含裂纹桥－车耦合系统动力
方程，应用Ｒｕｎｇｅｋｕｔｔａ法对方程进行求解，分析不同等级桥面不平整度下，裂纹深度、车速、桥车
质量比等参数对桥梁结构位移的影响。结果表明，随着裂纹深度的增加，梁体跨中位移峰值增大，
且考虑桥面不平顺状况时梁体跨中位移响应更复杂。
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　　目前对车桥耦合的研究已从只探究车桥本身
（不考虑外部激励）相互耦合逐步深入到考虑外部激
励（风荷载、撞击等）对车桥耦合的影响。桥面不平
顺作为随机外部激励对车桥耦合振动有着重要影
响。张建波等基于虚拟激励法对重力引起的确定性
激励和桥面不平顺引起的随机激励对桥梁的动态响
应进行了研究；盛国刚等利用三角级数模拟桥面不
平顺，分析了桥面不平顺对车桥耦合振动系统动力
效应的影响；Ｙ．Ｚｈａｎｇ等采用非线性多弹簧轮胎动
力分析模型，分析了分离和桥面不平顺对车桥交互
系统的影响。此外，在桥梁使用寿命期间，由于荷载
的动态交互作用，梁体极易产生裂纹，有必要分析含
裂纹梁体的车桥耦合振动。Ｃ．Ｙ．Ｆｕ模拟了裂纹切
换瞬态（打开与关闭）对车桥耦合振动的影响；罗纪
彬等分析了移动车辆荷载作用下含裂纹梁的非线性
动力特性。上述研究忽略了桥面不平顺的影响，使
研究结论不够完整。该文基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，同
时考虑桥面不平顺和梁体含裂纹，对车桥耦合系统
动力响应进行研究，探讨裂纹深度、位置及桥面不平
顺等级、行车速度、车辆质量等参数对车桥耦合系统
动力响应的影响。

１　考虑桥面不平顺的车桥系统
如图１所示，设梁截面为矩形截面，梁长与梁高

分别为犾、犺，在距左端支座犾０处存在深度为犪的表
面裂纹。犽１、犮１分别为车辆悬挂系统的刚度与阻尼
系数，犕１、犕２分别为车轮和车辆的质量，犣（狋）为弹
簧上车辆位移。设车辆以速度狏匀速行驶通过桥
梁，且车辆轮胎始终与桥梁点接触，不考虑脱离，则

车轮与桥梁接触处的位移狔（狓，狋）为：
狔（狓，狋）＝狑（狓，狋）＋狉（狓） （１）

式中：狑（狓，狋）为与桥面接触轮胎位移；狉（狓）为桥面
不平顺值。

图１　车桥耦合振动模型

根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理，弹性变形体动力学
变分一般表达式为：

∫狋０（δ犜－δ犝＋δ犠）＝０ （２）
式中：δ犜、δ犝、δ犠分别为系统的动能、应变能和外
力功的变分。

设梁结构的密度为ρ，梁横截面积为犃，梁竖向
位移为狑，则梁动能为：
犜＝ρ犃２∫犾０２狑狓２（ ）ｄ狓 （３）
系统的势能包括梁的形变势能犝ｂ和裂纹位置

释放的应变能犝ｋ，令犝＝犝ｂ－犝ｋ，将梁简化为一维
伯努利梁，只考虑其抗弯刚度，则梁的形变势能为：

犝ｂ＝∫犾０犈犐２２狑
狓２（ ）２＋犈犃８狑

狓（）４［ ］ｄ狓 （４）
式中：犈、犐分别为梁的弹性模量和惯性矩。

根据线性断裂力学理论，裂纹位置释放的应变
能为：
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犝ｋ＝犫１－μ犈犓２ｆ （５）
式中：犫为梁体宽度；μ为泊松比；犓ｆ为应力强度因
子，对于小裂纹，犓ｆ＝１．１２σπ槡犪；σ为梁内应力，σ＝
犕狔／犐＝－犈２狑／狓２狔；对于小裂纹，狔＝犺／２；犺为
梁高。

裂纹处释放的应变能为：
犝ｋ＝犈

８犪
２犺２犫π（１－μ２）×１．１２２

２狑
狓２（ ）２狓＝犾０［ ］

（６）
外力功为：
犠＝∫犾０狆（狓，狋）狔（狓，狋）－犮狑·（狓，狋）狑（狓，狋）ｄ狓

（７）
式中：犮为桥梁阻尼；狑·为梁体竖向位移一阶导数，
狑·＝狑（狓，狋）／狋。

作用在梁上的外部荷载犘（狓，狋）为：
犘（狓，狋）＝δ（狓－狏狋）｛（犕１＋犕２）ｇ－

　　犕１
２狔（狓，狋）
狋２ ＋犽１犣（狋）－狔（狓，狋）［ ］＋

　　犮１犣（狋）狋－狔（狓，狋）狋［ ］｝ （８）
式中：δ为Ｄｉｒａｃ函数。

将式（３）、犝＝犝ｂ－犝ｋ、式（７）代入式（２），得到
含裂纹梁的振动方程：

∫狋０熿燀∫
犾

０ρ犃狑
·δ狑·ｄ狓－∫犾０犈犐狑狓狓δ狑狓狓ｄ狓－

　　∫犾０犈犃２（狑狓）３δ狑狓ｄ狓＋犈犃４犪
２犺π（１－μ２）×

　　１．１２２狑狓狓δ狑狓狓狓＝犾０］ｄ狋＋∫狋０∫犾０δ（狓－｛

　　狏狋）（犕１＋犕２）ｇ［ －犕１狔··＋犽１（犣－狔）＋
　　犮１（犣

·
－狔·）］－犮狑·｝δ狑ｄ狓ｄ狋＝０ （９）

式中：狑狓狓＝
２狑（狓，狋）
狓２ ；狑狓＝狑（狓，狋）狓；狔··＝

狔（狓，狋）
狋２ ；犣＝犣（狋）狋；狔·＝狔（狓，狋）狋。
车辆动力平衡方程为：
犕２犣

··（狋）＋犽１犣（狋）－狑（狓，狋）［ ］＋犮１犣
·（狋）－［

　　狑·（狓，狋）］＝犮１狉·（狓）＋犽１狉（狓） （１０）
式（９）和式（１０）即为桥面不平顺时含裂纹简支

梁与移动车辆系统动力耦合运动方程。

２　方程求解
简支梁桥的边界条件可写为：
狑（狓，狋）＝̈狑（狓，狋）＝０　（狓＝０、犾）
对式（９）采用分离变量法求解，设梁的振型函数

为狑（狓，狋）＝∑
!

犻＝１
犠犻（狋）犡犻（狋），梁的振型函数满足简

支梁的边界条件，其中犡犻（狋）＝ｓｉｎ（犻π狓／犾），

∫犾０ｓｉｎ２（犻π狓／犾）ｄ狓＝犾／２，且假设简支梁第犻阶振动
频率与阻尼分别为ω犻＝犻２π２／犾２ 犈犐／槡犿，犮犻＝
２ξ犻犿ω犻（ξ为阻尼比；犿为梁的单位长度质量）。将
梁振型函数、第犻阶振动频率与阻尼代入式（９）并将
等式两边同时除以犿犾／２，得：

犠··犻（狋）＋２犕１
犿犾犠

··
犻（狋）ｓｉｎ２犻π狏狋犾［ ］＋

　　２ξ犻ω犻犠
·
犻（狋）＋２犮１犿犾犠

·
犻（狋）ｓｉｎ２犻π狏狋犾［ ］＋

　　ω２犻犠犻（狋）＋２犽１犿犾犠狋（狋）ｓｉｎ２犻π狏狋犾［ －

　　犃２犐
犪２犺π（１－μ２）×１．１２

犾 ω２犻犠犻（狋）ｓｉｎ２犻π犾０犾］＋
　　３犃８犐ω

２犻犠３犻（狋）［ ］－２犿犾犽１犣（狋）－狉（狓）［ ］｛ ＋

　　犮１犣
·（狋）－狉·（狓）［ ］｝ｓｉｎ犻π狏狋犾＝２犿犾（犕１＋［

　　犕２）ｇ－犕１狉··（狓）－犮１狉·（狓）－
　　犽１狉（狓）］ｓｉｎ犻π狏狋犾 （１１）
同理，由式（１０）可得：
犕２犣

··（狋）＋犮１犣
·（狋）＋犽１犣（狋）－

　　犮１犠
·
犻（狋）ｓｉｎ犻π狏狋犾－犽１犠犻（狋）ｓｉｎ犻π狏狋犾＝

　　犮１狉·（狓）＋犽１狉（狓） （１２）
式（１１）和式（１２）即为考虑桥面不平顺时含裂纹

梁车桥耦合系统动力控制方程。

３　桥面不平顺的模拟
桥面不平顺随机激励狉（狓）可按三角级数模拟：

狉（狓）＝∑
犖

犻＝１
犌（狀犻）ｃｏｓ（２π狀犻狓＋φ犻）

式中：犖为充分大的整数，为空间频率带的等分数；
犌２（狀犻）＝４犌犱（狀犻）Δ狀；狀为空间频率；犌犱（狀）为位移
功率谱密度，犌犱（狀）＝犌犱（狀０）（狀／狀０）－狑１；犌犱（狀０）为
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路面平整度系数；狀０为参考空间频率值；狑１为频率
指数；狀犻＝狀ｄ＋（犻－１／２）Δ狀（犻＝１，２，…，犖）；Δ狀＝
（狀ｍ－狀ｄ）／犖；狀ｍ、狀ｄ为有效空间频率上、下限；狓为
桥面纵向坐标；φ犻为随机相位角，是满足均匀分布的
介于［０，２π］间的随机数。

加速度功率谱犌ａ（狀）、速度功率谱犌ｖ（狀）与位
移功率谱之间的关系为：
犌ａ（狀）＝犌ｄ（狀）·（２π狀）４
犌ｖ（狀）＝犌ｄ（狀）·（２π狀）２
桥梁不平顺考虑桥面等级为Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ４个等

级，其中Ａ、Ｄ级桥面的模拟数据见图２。

图２　不同等级下桥面不平顺值

４　数值分析
采用Ｒｕｎｇｅｋｕｔｔａ法对式（１１）、式（１２）联立的

微分方程组进行求解。为验证上述方法的有效性，
在忽略桥梁几何非线性和梁体裂纹的基础上得到车
桥耦合系统桥梁的位移时程（见图３）。根据图３，采
用上述方法得到的结果与文献［１１］中结果吻合，上
述方法可靠。

图３　忽略裂纹时梁体位移时程

桥面不平顺状态下含裂纹梁采取如下参数进行
分析并忽略车轮质量：梁长犾＝４０ｍ；弹性模量犈＝
１．２８×１０９Ｎ／ｍ２；梁单位长度质量犿＝２３０３ｋｇ；惯

性矩犐狔＝１．０ｍ４；梁体密度ρ＝７２００ｋｇ／ｍ３；车体
质量犕２＝２０００ｋｇ；悬架刚度犽＝１６０ｋＮ·ｓ／ｍ；车
辆匀速经过桥梁的速度狏＝１０ｍ／ｓ；阻尼系数犮１＝２
×１０３Ｎ·ｓ／ｍ；泊松比μ＝０．２；梁体高度犺＝０．８ｍ；
裂纹深度犪＝０．２ｍ；梁体横截面面积犃＝０．３６ｍ２；
犾０＝犾／２。

图４为以Ａ级桥面不平顺作为随机激励时梁
体是否含裂纹及裂纹深度对车桥系统位移的影响。
由图４可知：不管是否考虑裂纹，梁体波动的位移最
大值都位于跨中附近；考虑梁体含裂纹时，梁体位移
明显变大且位移增幅在跨中处更明显。裂纹深度从
零增加到０．４ｍ时，梁体位移增加并不是线性的，裂
纹深度从０．２ｍ增加到０．４ｍ时梁体位移增量比从
零增加到０．２ｍ时的大。因此，在梁体位移幅值、不
利位置处考虑梁体含裂纹是有必要的。

图４　梁体裂纹深度对车桥系统位移的影响

图５为裂纹深度为０．２ｍ时，忽略桥面不平顺
及不同等级桥面不平顺对车桥系统位移的影响。由
图５可知：系统跨中位移考虑桥面不平顺后围绕平
顺状态上下波动，考虑桥面不平顺时跨中位移峰值
比平顺下位移增大且受梁体波动更复杂。考虑不同
等级桥面不平顺时，梁体波动曲线变化不大，但随着
桥面不平顺等级的提高，梁体跨中位移峰值有所增
大。说明桥面铺装的平整度对车桥系统的安全有一
定影响。

图５　不同等级桥面不平顺对系统位移的影响
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图６为裂纹深度为０．２ｍ、随机激励为Ａ级桥
面不平顺时，行车速度对车桥系统位移的影响。由
图６可知：随着行车速度的增加，梁体位移增加，但
梁体最大位移的位置不受速度影响，都集中在跨中
附近；行车速度越大，梁体波动频率越小，行车速度
低时出现多个位移峰值。这是由于梁体是弹性体，
行车速度低时梁体部分挠度能自行恢复，而速度较
高时，梁体变形不能及时恢复，导致其挠度增加。

图６　行车速度对车桥耦合系统的影响

设车桥质量比系数狌＝犕２／（犿犾），考虑狌为
０．０２、０．０３、０．０５。图７为车桥质量比对车桥系统动
力响应的影响。由图７可知：随着车桥质量比的增
加，梁体位移有所增加，但梁体波动频率并未改变。
说明车辆质量增加会增加梁体波动位移，但不改变
其振型。

图７　车桥质量比对车桥系统动力响应的影响

５　结论
（１）桥面不平顺状态下考虑梁体含裂纹时，梁

体跨中位移响应随裂纹深度增加而增加，且在跨中
增加更明显，但裂纹深度线性增加时，梁体位移响应
增加为非线性。

（２）考虑桥面不平顺影响时，跨中位移响应比
平顺状态下有所增大，不仅位移幅值增加，梁体的波
动也更复杂。在不同等级桥面不平顺下，路面平整

状态越差，梁体跨中位移幅值越大，考虑桥面平整状
态对系统的安全有必要。

（３）随着行车速度的增加，梁体位移增加，车速
较高时梁体不能及时恢复变形而使第一次位移峰值
变大且位置靠后。随着车桥质量比的增加，梁体位
移有所增加，但车辆质量的增加并不改变其振型。
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