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数值分析中埋置式波纹钢板的刚度等效方法研究
付文强，符锌砂，李百建，贺玉婷

（华南理工大学土木与交通学院，广东广州　５１０６４１）

摘要：为研究数值分析中埋置式波纹钢板的刚度等效方法，基于波纹钢板的实际波形提出刚
度表达式、材料常数换算方法及截面内力换算方法，并采用数值分析方法建立４种模型验证刚度
等效方法的正确性。结果表明，采用刚度等效方法建立壳单元和实体的三维数值模型可很好地模
拟波纹钢结构在外荷载作用下产生的变形与内力，与波纹钢壳模型的误差不超过±１０％，不同模
型的分析结果可相互换算；土体与波纹钢相互作用产生的轴力与弯矩的分析精度稍差，与波纹钢
壳模型的比值为０．７３～２．６１；波纹钢拉压刚度的等效方法及与土体的相互作用需进一步研究。
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　　波纹钢板以其力学性能好等优点在公路工程和
市政工程中得到广泛应用。这种结构板是通过对基
础平钢板进行冲压或滚压成型制造而成的单向周期
性波纹的结构板壳，属于构造各向异性结构板，其单
胞结构或典型微元是类似正弦波形的单周期波纹，
经平移阵列后形成具有波纹形状的宏观结构板壳。
由于结构较大的三维尺寸和复杂的微元结构，直接
建立埋置式波纹钢数值模型（如波纹钢板与周围填
充材料的接触分析模型、波纹钢板斜向切割模型、大
尺度波纹钢桥梁三维模型等）较困难。

刚度等效是分析波纹钢结构的一种有效方法，
可将构造各向异性转换为材料的各向异性，从而减
少建模复杂度、布尔运算失败和计算结果不收敛的
风险。研究发现，Ｓｅｙｄｅｌ提出的波纹钢板刚度近似
表达式在使用过程中存在缺陷，当板厚较大时，其第
二主向刚度会小于平钢板的抗弯刚度。为此，常福
清等在Ｓｅｙｄｅｌ公式的基础上提出了修正的第二主
向刚度表达式；冯岩从更广泛的角度研究了凹凸板
的刚度等效方法。上述刚度等效方法均以波纹钢平
板为研究对象，未考虑埋置式波纹钢的实际波形，并
不完全适用于埋置式波纹钢结构。李百建等基于材
料力学基本理论提出了埋置式波纹钢板的抗弯刚度
计算方法，并进一步提出了考虑轴向压力作用的刚
度等效方法，但忽略了泊松比的影响，不够完善。该
文在前人对波纹钢平板刚度等效方法研究的基础
上，研究埋置式波纹钢板的刚度等效方法及截面应
力换算方法，并通过数值分析进行验证。

１　波纹钢板刚度等效方法
１．１　主向刚度

如图１所示，波纹钢平板波形参数包括波纹钢
板半波长犾、正弦曲线高度（１／２波高）犳和板厚δ，正
弦半波曲线弧长狊＝犾［１＋π２犳２／（４犾２）］，其形状方程
为狕＝犳ｓｉｎ（π狓／犾）。

图１　波纹钢平板波形参数

鉴于Ｓｅｙｄｅｌ的第二主向刚度近似公式存在缺
陷，采用积分方法对其进行修正，经常福清等修正后
的Ｓｅｙｄｅｌ主向刚度表达式为：

犇１＝犈δ３犾
１２（１－μ２）狊

犇２＝犈
１－μ２

δ
π０．１７６７π

２犳４
犾２＋１．５７２９犳

２＋［
　　０．２３０７δ

２π２犳２
犾２ ＋０．２５７７δ２］

犇３＝犈δ３狊
１２（１＋μ）犾

烅

烄

烆
（１）

式中：犇１为波纹钢板非波纹边（狓方向）的主向刚
度；犈为钢材弹性模量；μ为钢材泊松比；狊为波纹
曲线弧长；犇２为波纹钢板波纹边（狔方向）的主向刚
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度；犇３为波纹钢板抗扭刚度。
式（１）为正弦波形波纹钢平板的主向刚度，适用

于波纹钢屋面板、夹芯板等小波纹维护构件。而埋
置式波纹钢是大波形、板厚较大的承载板，其波形参
数与正弦波稍有不同，包括波长２犾、波高２犳、波峰／
波谷的曲率半径犚和半圆心角θ、波纹直线段长度
犜犔、波峰／波谷圆心至截面中性轴（狓轴）的距离犱、
板厚δ等（见图２），基于正弦波形积分得到的第二
主向刚度表达式不适用于埋置式波纹钢板。

图２　埋置式波纹钢波形参数

事实上，若已知波纹钢的抗弯惯性矩，即可参照
平板的抗弯刚度公式获得埋置式波纹钢板的第二主
向刚度，其狔方向抗弯惯性矩犐狓为：
犐狓＝｛（犚３δｓｉｎ２θ＋２犚３δθ－８犚２δ犱ｓｉｎθ＋

４犚δ犱２θ）＋［犜犔
３δ＋δ３犜犔
１２ ＋

犜犔３δ－δ３犜犔
１２ ｃｏｓ（１８０－２θ）］｝／犾 （２）

考虑泊松比效应，得到修正后埋置式波纹钢板
第二主向刚度公式：

犇２＝ 犈
２（１－μ２）犾

｛（犚３δｓｉｎ２θ＋２犚３δθ－

８犚２δ犱ｓｉｎθ＋４犚δ犱２θ）＋［犜犔
３δ＋δ３犜犔
１２ ＋

犜犔３δ－δ３犜犔
１２ ｃｏｓ（１８０－２θ）］｝ （３）

埋置式波纹钢板的第一、第二主向刚度和抗扭
刚度表达式可统一改写为：

犇１＝犈δ３犾
１２（１－μ２）狊

犇２＝ 犈
２（１－μ２）犾

｛（犚３δｓｉｎ２θ＋２犚３δθ－
　　８犚２δ犱ｓｉｎθ＋４犚δ犱２θ）＋
　　［犜犔

３δ＋δ３犜犔
１２ ＋犜犔

３δ－δ３犜犔
１２ ·

　　ｃｏｓ（１８０－２θ）］｝
犇３＝犈δ３狊

１２（１＋μ）犾

烅

烄

烆
（４）

１．２　材料常数换算
数值分析中，为减少建模复杂度、增加建模成功

率，将构造正交异性的埋置式波纹钢板等效为材料
正交异性的平钢板，将式（４）中的主向刚度换算成材
料常数输入模型材料参数中。通常用到的５个基本
参数为犈１、犈２、犌、μ１和μ２，换算公式如下：

犈１＝１２犇１（１－μ１μ２）
狋３

犈２＝１２犇２（１－μ１μ２）
狋３

犌＝１２犇ｋ

δ３

烅

烄

烆

（５）

式中：犈１、犈２分别为等效后波纹钢板非波纹边（狓方
向）、波纹边（狔方向）的弹性模量；μ１、μ２分别为等
效后波纹钢板非波纹边（狓方向）、波纹边（狔方向）
的泊松比；狋为等效后平钢板厚度；犌为等效后波纹
钢板的剪切模量；犇ｋ为等效后平钢板的抗扭刚度。

其中犇ｋ、μ１和μ２满足如下关系：

犇ｋ＝犇３－μ２犇１
２ ＝犇３－μ１犇２

２ （６）

μ１
μ２＝

犇１
犇２

（７）
具体应用时，通常按照第二主向刚度相等的原

则将埋置式波纹钢板等效为板厚狋＝（１２犐狓）１／３的平
板，并假设μ２＝μ，然后根据式（５）～（７）计算其他材
料常数。
１．３　应力换算

埋置式波纹钢板为压弯构件，截面应力不仅包
含轴向应力，还包含弯曲应力。而等效为平板后的
截面面积犃、截面高度狋均与原波纹钢板的截面面
积犃０、波高２犳不相等，需对等效平板的截面应力进
行换算获得原波纹钢板的截面应力。换算公式为：

σｔ＝２（σ１－σ）犳狋 ＋σ犃犃０
σｂ＝２（σ２－σ）犳狋 ＋σ犃犃０
σ＝σ１＋σ２２
σ０＝σ犃犃０

烅

烄

烆

（８）

式中：σｔ为波纹板波峰应力；σ、σ１、σ２分别为等效平
板的轴向应力、顶部应力和底部应力；狋为等效平板
厚度；σｂ为波纹板波谷应力；σ０为波纹钢板的轴向
应力。
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波纹钢板第二主向（狔方向）上的轴力犖与弯
矩犕可表示为：

犖＝σ犃＝σ０犃０
犕＝２（σ１－σ）犐狓狋 ＝２（σ２－σ）犐狓狋
烅
烄

烆
（９）

２　数值分析
２．１　算例

为验证刚度等效方法与应力换算方法的正确
性，选择一座跨径为６ｍ、填土高为１ｍ、总高为４
ｍ、桥宽为８ｍ的波纹钢半圆形拱桥作为数值分析
算例，波纹尺寸为２００ｍｍ×５５ｍｍ×５ｍｍ，拱顶
上部距离端墙１ｍ、３ｍ处分别作用集中荷载犉＝
３０００ｋＮ（见图３）。

图３　数值算例模型尺寸（单位：ｍ）

２．２　数值模型
建立以下４种数值分析模型（见图４）来验证刚

度等效方法并探索建模方法：１）考虑实际波纹的波
纹钢壳模型（ＣＳＰ）；２）采用刚度等效方法建立的等
效平板壳模型（Ｓｈｅｌｌ）；３）采用刚度等效方法建立的
等效平板实体单元模型（Ｓｏｌｉｄ）；４）采用刚度等效方
法建立的等效平板梁单元二维平面模型（Ｂｅａｍ）。

数值分析模型仅用来验证刚度等效方法和应力
换算方法的分析精度及一般规律，不考虑材料层间
接触及土体非线性本构关系，按弹性体进行分析。
模型长×宽×高为１８ｍ×９ｍ×４ｍ。模型左右两
侧约束水平方向位移，端面约束前后方向位移，底面
约束所有线位移。波纹钢板的容重为７８．５ｋＮ／ｍ３，
弹性模量为２．１×１０５ＭＰａ，泊松比为０．３，按弹性材
料分析，不设强度上限；土体容重为２０ｋＮ／ｍ３，弹
性模量为１００ＭＰａ，泊松比为０．２。
２００ｍｍ×５５ｍｍ×５ｍｍ波形的直线段长度

犜犔为３６．９５ｍｍ，波峰／波谷的曲率半径犚为５３
ｍｍ，半圆心角θ为４４°，按式（２）计算，得狔方向抗
弯惯性矩犐狓＝２２８８．８ｍｍ４／ｍｍ。按式（５）～（７）换
算等效正交异性平板的材料参数，结果如下：犈１＝

０．９５５５×１０９Ｐａ；犈２＝２０９．９５×１０９Ｐａ；犌＝０．２９３×
１０９Ｐａ；μ１＝０．００１３５；μ２＝０．３。

图４　数值分析模型

壳单元和实体单元需输入的参数共９个，分别
为３个主向的弹性模量、泊松比和剪切模量，而前文
换算得到的只有５个参数，需根据实际建模方式、单
元坐标系与建模采用坐标系的关系来输入其他参
数。例如：实体单元的单元坐标系总是和整体坐标
系一致，在该算例拱顶位置狓狅狔平面承受拉压应
力，在拱脚位置狓狅狕平面承受拉压应力，故应将
犈狔＝犈狕＝犈２、犈狓＝犈１、犘犚犡犢＝μ１、犘犚犢犣＝μ２、
犘犚犡犣＝μ１、犌犡犢＝犌、犌犢犣＝０．５犈狔／（１＋μ２）、
犌犡犣＝犌输入材料属性中，并满足材料参数关系方
程［见式（１０）］。事实上，其等效平板后的泊松比对
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结果的影响可忽略不计，可按照钢材的泊松比进行
输入，但要满足关系方程。

１－犘犚犡犢２·犈狔犈狓－犘犚犢犣
２·犈狕犈狔－犘犚犡犣

２·

　犈狕犈狓－２犘犚犡犢·犘犚犢犣·犘犚犡犣·
犈狕
犈狓＞０

（１０）
采用三维模型时，可按实际情况对模型施加荷

载。二维平面模型所加荷载应根据波纹钢桥梁计算
位置进行换算，因为车辆荷载的扩散存在空间效应，
为使平面模型产生的荷载效应与三维模型最大荷载
效应相当，对荷载进行折减。如图５所示，三维模型
顶部作用的荷载会沿着桥梁横向扩散，任意埋深犺
处的荷载扩散长度为２犺ｔａｎθ，求解任意埋深处波纹
钢截面应力时，将荷载除以扩散长度后施加于模型
上。该算例分析中假设荷载扩散角为４５°（弹性
体），计算截面为波纹钢拱顶（犺ｔ＝１ｍ），输入荷载
为１５００ｋＮ。

图５　荷载等效示意图

２．３　结果分析
数值分析模型变形计算结果见图６。刚度相

等、约束条件相同、荷载相同的结构应具有相同的变
形。从图６可看出：４种模型的总位移相近，说明采
用刚度等效方法建立的模型能很好地相互表达，并
能精确分析埋置式波纹钢板的变形情况。

应力分析则不能直接通过应力云图来对比，因
为４种模型的截面参数不相同，即使具有相同的刚
度，其截面应力分布也不相同，需将应力根据式（８）、
式（９）进行换算，实现不同模型之间的相互表达。不
同模型计算结果对比见表１～３。

从表１～３可看出：３种等效模型的最大位移与
波纹钢壳模型最大位移的误差均不超过±１０％，其
中等效平板壳单元模型最接近波纹钢模型，其次为

图６　数值分析模型变形云图（单位：ｍ）
等效平板实体单元模型，再次为平面梁模型。在拱
顶位置，等效平板实体单元模型计算的轴力和弯矩
与波纹钢壳模型轴力、弯矩的误差不超过±１０％，其
次为等效平板壳单元模型，再次为平面梁模型；在拱
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表１　不同模型各截面计算结果

模型 　　　　　　拱顶的计算结果　　　　　　　　　　拱肩的计算结果　　　　　　　拱脚的计算结果　　　　
总位移／ｍ 顶部应力／ｋＮ底部应力／ｋＮ顶部应力／ｋＮ底部应力／ｋＮ顶部应力／ｋＮ底部应力／ｋＮ

ＣＳＰ －３０．９６ －４４５ ２９１ －１０９．３ －２１４．４ －１０５．０ －１５９．０
Ｓｈｅｌｌ －３１．６２ －２３５ ２０８ －３７．９ －９２．８ －６．４ －６３．２
Ｓｏｌｉｄ －２９．２３ －２０３ １７３ －３９．７ －１２５．９ －３８．０ －５９．８
Ｂｅａｍ －２８．８４ －１８３ １６８ －１３８．０ －２４７．０ －１０１．０ －１５２．０

表２　不同模型各截面内力换算结果

模型 　　　　　　拱顶内力　　　　　　　　　　　　拱肩内力　　　　　　　　　　　　拱脚内力　　　　　　
轴力／ｋＮ 弯矩／（ｋＮ·ｍ） 轴力／ｋＮ 弯矩／（ｋＮ·ｍ） 轴力／ｋＮ 弯矩／（ｋＮ·ｍ）

ＣＳＰ －４５５．４６ ３０．６３ －９５７．４ －４．３７ －７８０ －２．２５
Ｓｈｅｌｌ －４０７．３０ ３３．６１ －１９７１．０ －４．１６ －１０４９ －４．３１
Ｓｏｌｉｄ －４５２．５５ ２８．５２ －２４９８．０ －６．５３ －１４７５ －１．６５
Ｂｅａｍ －２５５．００ ２７．２０ －１２１０．０ －７．９６ －８０６ －４．００

表３　等效模型计算结果与波纹钢壳模型计算结果对比

模型 　　　　　　拱顶计算结果对比　　　　　　　　　拱肩计算结果对比　　　　　　拱脚计算结果对比　　　
位移比 轴力比 弯矩比 轴力比 弯矩比 轴力比 弯矩比

Ｓｈｅｌｌ １．０２ ０．８９ １．１０ ２．０６ ０．９５ １．３４ １．９２
Ｓｏｌｉｄ ０．９４ ０．９９ ０．９３ ２．６１ １．４９ １．８９ ０．７３
Ｂｅａｍ ０．９３ ０．５６ ０．８９ １．２６ １．８２ １．０３ １．７８

肩位置，等效平板实体单元模型、等效平板壳单元模
型、平面梁模型计算的轴力和弯矩与波纹钢壳模型
轴力、弯矩之比分别为２．６１和１．４９、２．０６和０．９５、
１．２６和１．８２；在拱脚位置，等效平板实体单元模型、
等效平板壳单元模型、平面梁模型计算的轴力和弯
矩与波纹钢壳模型轴力、弯矩之比分别为１．８９和
０．７３、１．３４和１．９２、１．０３和１．７８。说明采用刚度等效
方法能很好地分析外荷载作用下波纹钢拱顶位移与
内力，而拱肩与拱脚处的等效结果相差较大，最大相
差２．６１倍。这是因为刚度等效只针对于波纹钢平
面外抗弯刚度而言（即弯曲刚度等效，荷载作用下产
生的竖向变形和弯曲应力计算结果较精确），并未考
虑柔性的波纹钢结构与土体相互作用产生的轴力，
该轴力与波纹钢与土体的拉压刚度有关，刚度等效
中未考虑波纹钢截面的拉压刚度等效，因此不能获
得足够精确的轴力计算结果。

梁单元对拱顶的模拟精度较差，主要是因为荷
载等效换算较复杂，即计算波纹钢不同截面的内力
需根据不同埋深将荷载按线性关系进行折减，一个
截面对应一个等效荷载。例如：计算拱顶内力时的
等效荷载采用顶面埋深犺ｔ，计算拱脚内力时则采用
底面埋深犺ｂ，但当计算截面埋深超过３ｍ时，可不

考虑荷载等效，因为此时活载对波纹钢产生的荷载
作用可忽略，即仅考虑拱顶位置的荷载等效而无需
考虑其他位置。此外，荷载扩散角度因填筑材料的
特性而改变，如钢筋混凝土的扩散角为４５°、素混凝
土的扩散角为３０°等，需根据填筑的实际材料特性
来确定荷载扩散角，这在活载影响深度范围内的波
纹钢截面内力计算中至关重要。

３　结论
基于刚度等效原理提出埋置式波纹钢板的刚度

等效方法，并建立４种数值分析模型对刚度等效方
法进行验证，得到以下主要结论：

（１）式（２）～（７）所示埋置式波纹钢板抗弯刚度
计算方法及正交异性材料参数换算方法可行。

（２）采用刚度等效方法建立壳单元和实体的三
维数值模型均可很好地模拟波纹钢拱顶位置在外荷
载作用下产生的变形与内力，与波纹钢壳模型计算
结果的误差不超过±１０％，不同模型的分析结果可
根据式（８）、式（９）相互换算。

（３）采用刚度等效方法分析波纹钢拱脚和拱肩
位置的轴力与弯矩精度稍差，与波纹钢壳模型计算
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