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基于传递矩阵法的变截面梁自振特性分析

肖勇刚，李龙
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摘要：在传统传递矩阵法的基础上，结合龙格－库塔法推导自由振动下变截面梁的节段和整
体传递矩阵，结合边界条件建立梁自振频率特征方程，运用ＷｏｌｆｒａｍＭａｔｈｅｍａｔｉｃ编程软件求解其
自振频率，确定其前狀阶振型；应用该方法与有限元软件ＡＮＳＹＳ计算２个变截面梁、２个等截面
梁的前３阶固有频率和振型并进行对比分析，结果表明该方法适用于所有变截面梁的自振特性分
析，编程方便且计算精度高。
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　　有限元法是研究变截面梁动力特性的主流方
法，但采用有限元法分析时必须建立系统的整体刚
度矩阵和总体动力学方程，单元划分精度也影响其
计算结果，分析过程十分繁琐且计算效率低下。有
别于有限元法，传递矩阵法不需要系统总体动力学
方程，且计算快速，已被广泛应用于实际工程计算
中。丁凯采用传递矩阵法研究了车辆作用下变截面
简支梁桥的动力特性；ＦａｎｇＺ．、ＥｌｌａｋａｎｙＡ．Ｍ．等将
传递矩阵法应用于梁式结构的振动分析中；孙建鹏
等提出了一种分析连续刚构桥弹塑性区域的传递矩
阵法；刘进等利用结构有限元结合声有限元及边界
元方法，建立了任意薄壳腔体弹性壳板振动与内外
声场的耦合模型，计算了激励力与壳板振动和内部
声场之间的传递矩阵；胡齐笑等基于体积流连续原
理，采用改进传递矩阵法，推导了多穿孔率复合微穿
孔板吸声系数公式，探讨了多穿孔率对吸声性能的
影响；仇磊等建立加速度计的传递矩阵法力学模型，
分析了基于柔性铰链的ＦＢＧ加速度计的力学传递
关系和动态性能；邓韬等采用传递矩阵法对夹心式
换能器的固有频率进行了分析；陈东阳等基于多体
系统传递矩阵法建立舵系统动力学高效仿真模型，
并与ＡＮＳＹＳ软件的仿真结果进行了对比分析。以
上研究充分发展了传递矩阵法，为分析变截面梁的
动力问题提供了思路，但仍存在一些问题。该文在
传统传递矩阵法的基础上，结合龙格－库塔法，提出
变截面梁的节段单元传递矩阵和整体传递矩阵推导

方法，考虑梁的边界条件，建立变截面梁自振频率特
征方程，运用ＷｏｌｆｒａｍＭａｔｈｅｍａｔｉｃ编程软件求出
固有频率和振型，并以２个变截面梁和２个等截面
梁为研究对象，采用文中方法与ＡＮＳＹＳ计算前３
阶固有频率和振型，验证文中方法的正确性。

１　节段单元传递矩阵推导方法
以变截面简支梁为例进行推导。建立变截面简

支梁求解模型（见图１），跨度为犾。根据截面形式的
不同，将其分为狀段，每个节段编号依次为犛１，
犛２，…，犛犻，犛犻＋１，…，犛狀，对应长度分别为犾１，犾２，…，
犾犻，犾犻＋１，…，犾狀。狓１，狓２，…，狓犻，狓犻＋１，…，狓狀分别为
节段犛１，犛２，…，犛犻，犛犻＋１，…，犛狀的右端到梁左端的
距离。

图１　变截面简支梁求解模型

为说明同一节段内动力参数的关系，以节段犛犻
为研究对象（见图２），令ξ＝狓－∑

犻－１

犽＝１
犾犽（０≤ξ≤犾犻）。
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取出微元体ｄξ，其受力模式见图３。

图２　节段犛犻示意图

犕、犙分别为弯矩和剪力；ρ为材料密度；犃（狓）为结构的
横截面积；狔″为梁的竖向位移

图３　微元体犱ξ的受力模式示意图
根据竖向平衡条件，有：
［犙（ξ，狋）＋ρ犃（ξ）狔″ｄξ］－［犙（ξ，狋）＋
　　犙（ξ，狋）ξｄξ］＝０ （１）
简化式（１），得：
犙（ξ，狋）
ξ＝ρ犃（ξ）狔″ （２）

根据材料力学基本原理，有：
犕（ξ，狋）
ξ＝犙（ξ，狋） （３）

犕（ξ，狋）＝－犈犐（ξ）φ
（ξ，狋）
ξ

（４）

φ（ξ，狋）＝狔
（ξ，狋）
ξ

（５）
式中：φ（ξ，狋）为狋时刻坐标ξ处的转角。

假定变截面简支梁桥在平衡位置作自由振
动，有：
狔（ξ，狋）＝狔

－（ξ）ｅ犻ω狋 （６）

φ（ξ，狋）＝φ
－（ξ）ｅ犻ω狋 （７）

犕（ξ，狋）＝犕
－（ξ）ｅ犻ω狋 （８）

犙（ξ，狋）＝犙
－（ξ）ｅ犻ω狋 （９）

式中：狔
－（ξ）、φ

－（ξ）、犕
－（ξ）、犙

－（ξ）为相应振型函数；ω
为梁的圆频率；犻２＝－１。

分别将式（６）～（９）代入式（５）～（２），得：
ｄ狔－（ξ）
ｄξ＝φ

－（ξ） （１０）

ｄφ
－（ξ）
ｄξ＝－１

犈犐（ξ）犕
－（ξ） （１１）

ｄ犕－（ξ）
ｄξ＝犙－（ξ） （１２）

ｄ犙－（ξ）
ｄξ＝－ω２ρ犃（ξ）狔

－（ξ） （１３）

令｛狕（ξ）｝＝［狔
－（ξ），φ

－（ξ），犕
－（ξ），犙

－（ξ）］Ｔ，可
将式（１０）～（１３）写成矩阵形式：
ｄ｛狕（ξ）｝
ｄξ＝［狌（ξ）］｛狕（ξ）｝ （１４）

系数矩阵［狌（ξ）］如下：

［狌（ξ）］＝
０ １ ０ ０
０ ０－１／犈犐（ξ）０
０ ０ ０ １

－ω２ρ犃（ξ）０ ０ ０

熿

燀

燄

燅
（１５）

将ξ处的动力参数向量记为｛狕犻（ξ）｝，则节段
犛犻左端的动力参数向量｛狕犻（０）｝为：

｛狕犻（０）｝＝［狔
－
犻（０），φ

－
犻（０），犕

－
犻（０），犙

－
犻（０）］Ｔ （１６）

令［犜犻（ξ）］为传递矩阵（特别地，犜犻（０）为单位
矩阵），有：

｛狕犻（ξ）｝＝［犜犻（ξ）］｛狕犻（０）｝ （１７）
将式（１７）代入式（１４），得：
ｄ［犜犻（ξ）］
ｄξ ＝［狌犻（ξ）］［犜犻（ξ）］ （１８）

由式（１８）可确定［犜犻（ξ）］，代入式（１７），可求出
｛狕犻（ξ）｝。由此，可建立节段犛犻内任意位置处动力
参数与犛犻左端动力参数向量的关系。

下面采用四阶龙格－库塔法确定［犜犻（ξ）］。在
ξ狔坐标系下，将节段犛犻等分为狀份，每等份的长度
为犺。ξ１，ξ２，…，ξ犼，ξ犼＋１，…，ξ狀为每段右端处的横
坐标（见图４）。令：
狌犻２（ξ）＝－１

犈犐（ξ）
（１９）

狌犻４（ξ）＝－ω２ρ犃（ξ） （２０）

图４　节段犛犻划分示意图

采用犜犻α，β（ξ）表示传递矩阵［犜犻（ξ）］中任意元
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素，α、β分别表示元素的行和列，α、β＝１，２，３，４。采
用｛犜犜犻α，β（ξ）｝表示由元素犜犻α，β（ξ）构成的列向
量。令：

［犳（ξ，｛犜犜犻α，β｝）］＝ｄ
［犜犻（ξ）］
ｄξ

（２１）
将式（２１）代入式（１８），得：

　　［犳（ξ，｛犜犜犻α，β｝）］＝［狌犻（ξ）］［犜犻（ξ）］＝

　　

犳１，１（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳１，２（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳１，３（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳１，４（ξ，｛犜犜犻α，β｝）
犳２，１（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳２，２（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳２，３（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳２，４（ξ，｛犜犜犻α，β｝）
犳３，１（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳３，２（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳３，３（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳３，４（ξ，｛犜犜犻α，β｝）
犳４，１（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳４，２（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳４，３（ξ，｛犜犜犻α，β｝）犳４，４（ξ，｛犜犜犻α，β｝）

熿

燀

燄

燅

（２２）

　　结合式（１８）～（２０），有：
犳１，λ（ξ，｛犜犜犻α，β｝）＝犜犻２，λ（ξ）
犳２，λ（ξ，｛犜犜犻α，β｝）＝狌犻２（ξ）犜犻３，λ（ξ）
犳３，λ（ξ，｛犜犜犻α，β｝）＝犜犻４，λ（ξ）
犳４，λ（ξ，｛犜犜犻α，β｝）＝狌犻４（ξ）犜犻１，λ（ξ）
烅

烄

烆

（２３）

式（１８）可改写为：
ｄ｛犜犜犻α，β｝
ｄξ ＝犳α，β（ξ，｛犜犜犻α，β｝） （２４）

由式（２３）、式（２４）可得：
ｄ犜犻１，λ（ξ）
ｄξ＝犜犻２，λ（ξ）

ｄ犜犻２，λ（ξ）
ｄξ＝狌犻２（ξ）犜犻３，λ（ξ）

ｄ犜犻３，λ（ξ）
ｄξ＝犜犻４，λ（ξ）

ｄ犜犻４，λ（ξ）
ｄξ＝狌犻４（ξ）犜犻１，λ（ξ）

烅

烄

烆

（２５）

四阶龙格－库塔法的递推公式为：
犜犻α，β（ξ犻＋１）＝犜犻α，β（ξ犻）＋犺６（犓

１
α，β＋２犓２

α，β＋
　　２犓３

α，β＋犓４
α，β） （２６）

得：
犓１１，λ＝犜犻２，λ（ξ犼）
犓２１，λ＝犳１，λ（ξ犼＋犺２，犜

犻１，λ（ξ犼）＋犺２犓
１１，λ）

犓３１，λ＝犳１，λ（ξ犼＋犺２，犜
犻１，λ（ξ犼）＋犺２犓

２１，λ）
犓４１，λ＝犳１，λ（ξ犼＋犺，犜犻１，λ（ξ犼）＋犺犓３１，λ）

烅

烄

烆
（２７）

犓１２，λ＝狌犻２（ξ犼）犜犻３，λ（ξ犼）
犓２２，λ＝犳２，λ（ξ犼＋犺２，犜

犻２，λ（ξ犼）＋犺２犓
１２，λ）

犓３２，λ＝犳２，λ（ξ犼＋犺２，犜
犻２，λ（ξ犼）＋犺２犓

２２，λ）
犓４２，λ＝犳２，λ（ξ犼＋犺，犜犻２，λ（ξ犼）＋犺犓３２，λ）

烅

烄

烆
（２８）

犓１３，λ＝犜犻４，λ（ξ犼）
犓２３，λ＝犳３，λ（ξ犼＋犺２，犜

犻３，λ（ξ犼）＋犺２犓
１３，λ）

犓３３，λ＝犳３，λ（ξ犼＋犺２，犜
犻３，λ（ξ犼）＋犺２犓

２３，λ）
犓４３，λ＝犳３，λ（ξ犼＋犺，犜犻３，λ（ξ犼）＋犺犓３３，λ）

烅

烄

烆
（２９）

犓１４，λ＝狌犻４（ξ）犜犻１，λ（ξ犼）
犓２４，λ＝犳４，λ（ξ犼＋犺２，犜

犻４，λ（ξ犼）＋犺２犓
１４，λ）

犓３４，λ＝犳４，λ（ξ犼＋犺２，犜
犻４，λ（ξ犼）＋犺２犓

２４，λ）
犓４４，λ＝犳４，λ（ξ犼＋犺，犜犻４，λ（ξ犼）＋犺犓３４，λ）

烅

烄

烆
（３０）

式（２６）～（３０）表示犜犻α，β（ξ犼）与犜犻α，β（ξ犼＋１）之间
的关系，可根据式（２６）～（３０）计算节段犛犻内任意位
置的矩阵值。

２　整体传递矩阵推导及自振特性分析方法
由上述方法可确定节段任意位置传递矩阵的

值，节段犛犻＋１右端动力参数与节段犛犻左端动力参
数之间的关系可用下式表示：

｛狕犻＋１（犾犻＋１）｝＝［犜犻＋１（犾犻＋１）］［犜犻（犾犻）］｛狕犻（０）｝
（３１）

以式（３１）的形式递推，可得到全桥右端与全桥
左端动力参数之间的关系：

｛狕狀（犾狀）｝＝［犜狀（犾狀）］…［犜犻（犾犻）］…
　　［犜１（犾１）］｛狕１（０）｝ （３２）
令全桥整体传递矩阵［犜］为：
［犜］＝［犜狀（犾狀）］…［犜犻（犾犻）］…［犜１（犾１）］（３３）
将式（３３）代入式（３２），得：
｛狕狀（犾狀）｝＝［犜］｛狕１（０）｝ （３４）
令：
［犜］＝［｛狋１｝，｛狋２｝，｛狋３｝，｛狋４｝］Ｔ （３５）
结合变截面梁的边界条件，对于简支梁，有：
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狔
－
１（０）＝狔

－
狀（犾狀）＝犕

－
１（０）＝犕

－
狀（犾狀）＝０ （３６）

式中：狔
－
１（０）、狔

－
狀（犾狀）分别为梁首末位置的竖向位移

值；犕－１（０）、犕
－
狀（犾狀）分别为梁首末位置的弯矩值。

对于其他类型梁，如悬臂梁、两端固定梁等，根
据相应边界条件确定式（３６）。

综合式（３５）、式（３６），得：
狔
－
狀（犾狀）＝｛狋１｝｛狕１（０）｝＝０ （３７）
犕－狀（犾狀）＝｛狋３｝｛狕１（０）｝＝０ （３８）
令：
｛狋狋１｝＝［１，０，０，０］
｛狋狋３｝＝［０，０，１，０］｛ （３９）

则有：
狔
－
１（０）＝｛狋狋１｝｛狕１（０）｝＝０ （４０）
犕－１（０）＝｛狋狋３｝｛狕１（０）｝＝０ （４１）
令：
［犎］＝［｛狋１｝，｛狋３｝，｛狋狋１｝，｛狋狋３｝］Ｔ （４２）

则有：
［犎］｛狕１（０）｝＝０ （４３）
特征方程为：
犎＝０ （４４）

运用ＷｏｌｆｒａｍＭａｔｈｅｍａｔｉｃ编程软件计算固有
频率ω，将其代入式（４３）即可解得相应｛狕１（０）｝。结
合式（３１），代入｛狕１（０）｝，即可求出简支梁桥的对应
阶振型值。

３　算例分析
通过计算２个变截面梁（拱形简支梁和两端固

定变截面梁）、２个等截面简支梁的自振特性并与有
限元软件ＡＮＳＹＳ分析结果对比验证上述方法的正
确性。计算模型见图５～８。

桥梁参数如下：材料密度ρ＝２４００ｋｇ／ｍ３，弹
性模量犈＝３．２５×１０１０Ｐａ，泊松比υ＝０．３，横截面均
为矩形，梁的宽度犫＝０．３ｍ。拱形简支梁、两端固

图５　拱形简支梁计算模型（单位：ｍ）

图６　两端固定变截面梁计算模型（单位：ｍ）

图７　等截面简支梁犃计算模型（单位：ｍ）

图８　等截面简支梁犅计算模型（单位：ｍ）

定变截面梁和等截面简支梁Ａ的跨度为犾１＝犾２＝
犾３＝１６ｍ，等截面简支梁Ｂ的跨度犾４＝３０ｍ，拱形
简支梁的圆弧半径犚＝１０６．８２ｍ。

前３阶固有频率计算结果见表１～４。限于篇
幅，只给出拱形简支梁前３阶振型图（见图９）。

由表１～４、图９可知：采用文中方法计算的桥
梁前３阶固有频率及振型结果整体上与ＡＮＳＹＳ分
析结果十分接近；运用文中方法计算等截面梁的精
度高于变截面梁；桥梁跨度和形状影响文中方法的
精度（这与该方法的假定有关），梁的跨度越小，该方
法越精确。

表１　拱形简支梁的前３阶固有频率计算结果

阶次 固有频率／（ｒａｄ·ｓ－１）
文中方法 有限元法 误差／％

１ ９．０９２２ ９．１０３１ ０．１２
２ ４２．６１３５ ４２．７３３２ ０．２８
３ １０１．６０２７ １０２．１６４６ ０．５５

表２　两端固定变截面梁的前３阶固有频率计算结果

阶次 固有频率／（ｒａｄ·ｓ－１）
文中方法 有限元法 误差／％

１ ４０．８９５３ ４０．９２８０ ０．０８
２ ９７．６６９９ ９７．８１６６ ０．１５
３ １８０．４０４１ １８１．２１９６ ０．４５

表３　等截面简支梁犃的前３阶固有频率计算结果

阶次 固有频率／（ｒａｄ·ｓ－１）
文中方法 有限元法 误差／％

１ １２．２７５５ １２．２７９２ ０．０３
２ ４８．９７６３ ４９．０３０２ ０．１１
３ １０９．６４１５ １０９．９９３４ ０．３２

表４　等截面简支梁犅的前３阶固有频率计算结果

阶次 固有频率／（ｒａｄ·ｓ－１）
文中方法 有限元法 误差／％

１ ３．４８９０ ３．４９４２ ０．１５
２ １３．９２６７ １３．９７０２ ０．３１
３ ３１．１７６６ ３１．４０５９ ０．７３
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图９　拱形简支梁的前３阶振型

４　结语
在传统传递矩阵法的基础上，采用龙格－库塔

法，提出一种计算变截面梁自振特性的方法。该方
法适用于所有变截面梁的固有频率及振型计算，编
程方便，求解快速，且不需要计算质量矩阵和刚度矩
阵。与有限元法相比，可大大减少分析过程中矩阵
相乘次数，提高计算精度，节省计算时间。该方法为
发展传递矩阵法提供了一种新思路，具有一定的理
论和工程实践应用前景。
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