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基于应力平衡法的钢箱拱桥索力确定方法研究

张杨

（长沙开福城投集团有限责任公司，湖南 长沙　４１０１１７）

摘要：千斤顶、拉索扣挂悬臂拼装施工方法广泛应用于拱桥拱肋吊装，其中扣索索力确定是关

键。文中推导采用应力平衡法求解索力的公式，采用刚性支撑连续梁法确定控制应力，最后采用

最小二乘法对索力进行调整，并编制悬臂拼装拱桥应力平衡法施工控制计算分析程序；以云南省

小湾大桥拱肋吊装为例验证应力平衡法确定索力方法的可行性，结果表明，应力平衡法预测索力

与实测值接近，可用于指导拱桥拱肋吊装施工。
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　　采用千斤顶、拉索扣挂悬臂拼装方法进行拱桥

拱肋吊装时扣索索力及拱肋吊装标高确定是关

键［１］。目前根据工程实际情况开发了多种计算方

法，如力矩平衡原理、零弯矩法、零位移法、定长扣锁

法、应力平衡法等，其中应力平衡法通过建立索力与

控制截面应力之间的关系式，借助数学方法确定索

力，能保证截面应力在材料强度允许范围内，确保结

构安全［２４］。本文基于应力平衡法研究钢箱拱桥扣

索索力确定方法。

１　拱肋计算模型

大多数桥梁可合理简化为杆件模型，尤其是大

跨径桥梁，这是因为这类桥梁的纵向尺寸远大于横

向尺寸，采用杆件分析能有效减小误差。建立图１

所示拱肋简化计算模型，模型中用拉索索力代替拉

力的作用。

图１　拱肋计算模型

２　索力确定方法

２．１　拱肋截面上下缘应力控制条件

拱肋关键截面上下缘在恒载和施工临时荷

载（一般只计算索力）组合作用下的最大应力σ
ｓｌ、σ

ｘｌ

应满足式（１）、式（２）的要求，最小应力σ
ｓａ、σ

ｘａ应满足

式（３）、式（４）的要求。

σ
ｓｌ＝－

犖ｄ

犃
－
犕ｄ

犠ｓ

≤［σ
ｌ］ （１）

σ
ｘｌ＝－

犖ｄ

犃
＋
犕ｄ

犠ｘ

≤［σ
ｌ］ （２）

式中：σ
ｓｌ为拱肋自质量和临时荷载在拱肋上缘产生

的应力；犖ｄ＝犖ｇ＋犖ｓ；犖ｇ 为拱肋自质量在关键截

面产生的轴力（以压力为正）；犖ｓ 为拱肋临时荷

载（挂索拉力）在关键截面产生的轴力（以压力为

正）；犃 为拱肋截面面积；犕ｄ＝犕ｇ＋犕ｓ；犕ｇ 为拱肋

自质量在关键截面产生的弯矩（以使拱肋下缘产生

拉应力为正）；犕ｓ为拱肋临时荷载（挂索拉力）在关

键截面产生的弯矩（以使拱肋下缘产生拉应力为

正）；犠ｓ为拱肋截面上缘抗弯截面模量；［σ
ｌ］为拱肋

材料所能承受的允许拉应力；σ
ｘｌ为拱肋自质量和临

时荷载在拱肋下缘产生的应力；犠ｘ 为拱肋截面下

缘抗弯截面模量。

σ
ｓａ＝－

犖ｄ

犃
－
犕ｄ

犠ｓ

≥［σ
ａ］ （３）

σ
ｘａ＝－

犖ｄ

犃
＋
犕ｄ

犠ｘ

≥［σ
ａ］ （４）

式中：σ
ｓａ为拱肋上缘承受的允许压应力；［σ

ａ］为拱肋
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材料所能承受的允许压应力；σ
ｘａ为拱肋下缘承受的

允许压应力。

由式（１）、式（２）得拱肋拉应力控制条件如下：

σ
ｓｌ＝－

犖ｇ＋犖ｓ

犃
－
犕ｇ＋犕ｓ

犠ｓ

≤［σ
ｌ］ （５）

σ
ｘｌ＝－

犖ｇ＋犖ｓ

犃
＋
犕ｇ＋犕ｓ

犠ｘ

≤［σ
ｌ］ （６）

由式（５）得：

σ
ｓｌ＝－

犖ｇ

犃
＋
犕ｇ

犠ｓ
（ ）－ 犖ｓ

犃
＋
犕ｓ

犠ｓ
（ ）≤［σｌ］ （７）

即：

σ
ｓｌ＝σｓｌｇ＋σｓｌｓ≤［σ

ｌ］ （８）

由式（６）得：

σ
ｘｌ＝ －

犖ｇ

犃
＋
犕ｇ

犠ｘ
（ ）＋ －

犖ｓ

犃
＋
犕ｓ

犠ｘ
（ ）≤［σｌ］ （９）

即：

σ
ｘｌ＝σｘｌｇ＋σｘｌｓ≤［σ

ｌ］ （１０）

同理，由式（３）、式（４）得拱肋压应力控制条件

如下：

σ
ｓａ＝σｓａｇ＋σｓａｓ≥［σ

ａ］ （１１）

σ
ｘａ＝σｘａｇ＋σｘａｓ≥［σ

ａ］ （１２）

考虑到拱肋吊装施工会受其他因素（如车辆荷

载等）影响，选择的控制应力不得高于拱肋材料的强

度设计值。悬臂施工时，自质量荷载导致拱肋截面

上缘产生拉应力、下缘产生压应力，拉索索力旨在抵

消由自质量荷载导致的拱肋截面拉应力和压应力。

２．２　拱肋截面最小索力

假设拱肋吊装一半结构共有狀段，每段拱肋选

择一个控制截面，则共有狀根挂索、狀个控制截面，

将应力平衡条件即式（８）、式（１０）～（１２）写成矩阵

形式：

｛σ
ｓｌ｝＝｛σ

ｓｇ｝＋［σ
ｓｓ］｛犜｝≤｛σ

ｌ｝ （１３）

｛σ
ｘｌ｝＝｛σ

ｘｇ｝＋［σ
ｘｓ］｛犜｝≤｛σ

ｌ｝ （１４）

｛σ
ｓａ｝＝｛σ

ｓｇ｝＋［σ
ｓｓ］｛犜｝≥｛σ

ａ｝ （１５）

｛σ
ｘａ｝＝｛σ

ｘｇ｝＋［σ
ｘｓ］｛犜｝≥｛σ

ａ｝ （１６）

式中：［σ
ｓｓ］为拱肋上边缘临时荷载的允许应力；犜

为索力；｛σ
ｌ｝、｛σ

ａ｝分别为拱肋截面所承受拉应力和

压应力的控制值；［σ
ｘｓ］为拱肋下边缘临时荷载的允

许应力。

在拉索至拱脚范围，索力犜犻 只影响第犻根拉索

的截面应力；在拉索至跨中范围，索力犜犻 对第犻根

拉索的截面应力没有影响，即［σ
ｘｓ］及［σ

ｓｓ］对角线以

下的元素都为零。另外，拉索索力作用在拱肋截面

上缘，截面中产生轴向压力和弯矩，压应力总是出现

在拱肋截面下缘，拉应力则总是出现在拱肋截面上

缘。式（１３）可表示为：

σ
ｓｌ
１

σ
ｓｌ
２



σ
ｓｌ
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烅

烄

烆
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ｓｓ
１２ … σ

ｓｓ
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０ σ
ｓｓ
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ｓｓ
２狀

   

０ ０ … σ
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狀狀

熿

燀

燄
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σ
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σ
ｌ
２
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σ
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狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎

（１７）

式（１４）可表示为：

σ
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σ
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＋

σ
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ｘｓ
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σ
ｌ
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

σ
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（１８）

式（１５）可表示为：

σ
ｓａ
１

σ
ｓａ
２



σ
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烄

烆

烍

烌

烎

＝

σ
ｓｇ
１

σ
ｓｇ
２



σ
ｓｇ
狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎

＋

σ
ｓｓ
１１ σ

ｓｓ
１２ … σ

ｓｓ
１狀

０ σ
ｓｓ
２２ … σ
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２狀

   

０ ０ … σ
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燀

燄

燅

犜１

犜２



犜狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎

≥

σ
ａ
１

σ
ａ
２



σ
ａ
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烌

烎

（１９）

式（１６）可表示为：

σ
ｘａ
１

σ
ｘａ
２



σ
ｘａ
狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎

＝

σ
ｘｇ
１

σ
ｘｇ
２



σ
ｘｇ
狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎

＋

σ
ｘｓ
１１ σ

ｘｓ
１２ … σ

ｘｓ
１狀

０ σ
ｘｓ
２２ … σ

ｘｓ
２狀

   

０ ０ … σ
ｘｓ
狀狀

熿

燀

燄

燅

犜１

犜２



犜狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎

≥

σ
ａ
１

σ
ａ
２



σ
ａ
狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎

（２０）

式中：σ
ｓｇ
犻 ＞０（犻＝１，２，…，狀）；σ

ｘｇ
犻 ＜０（犻＝１，２，…，狀）；

σ
ｌ
犻＞０（犻＝１，２，…，狀）；σ

ａ
犻＜０（犻＝１，２，…，狀）；σ

ｓｓ
犻犼＜

０（犻＝１，２，…，狀；犼＝１，２，…，狀；犼＞犻）；σ
ｘｓ
犻犼＜０（犻＝１，

２，…，狀；犼＝１，２，…，狀；犼＞犻）。

令：

σ
ｌ′
犻＝σ

ｌ
犻－σ

ｓｇ
犻 （犻＝１，２，…，狀） （２１）

σ
ａ′
犻 ＝σ

ａ
犻－σ

ｘｇ
犻 （犻＝１，２，…，狀） （２２）

则：

［σ
ｓｓ］［犜］≤［σ

ｌ′］ （２３）

［σ
ｘｓ］［犜］≥［σ

ａ′］ （２４）

通过式（２３）、式（２４）可以确定索力最小值，求解

方法如下：先计算最后一根拉索狀的索力最小值，

再依次计算狀－１根、狀－２根直至第一根拉索的索力

最小值。最后一根拉索狀的索力按式（２５）～（２６）

计算，取犜ａ狀 和犜
犫
狀 中的较大值作为索力犜狀 的最小

值［见式（２７）］。
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犜狀≥
σ
ｌ′
狀

σ
ｓｓ
狀狀

＝犜ａ狀 （２５）

犜狀≥
σ
ａ′
狀

σ
ｘｓ
狀狀

＝犜ｂ
狀 （２６）

犜ｍｉｎ
狀 ＝ｍａｘ（犜

ａ
狀，犜

ｂ
狀） （２７）

按式（２８）～（２９）计算所有拉索索力，取犜
ａ
犻和

犜ｂ
犻中的较大值作为索力犜犻的最小值［见式（３０）］。

犜犻 ≥

σ
ｌ′
犻 －∑

狀

犼＝犻＋１

σ
ｓｓ
犻犼犜

ｍｉｎ
犼

σ
ｓｓ
犻犻

＝犜
ａ
犻

　　（犻＝狀－１，狀－２，…，１） （２８）

犜犻 ≥

σ
ａ′
犻 －∑

狀

犼＝犻＋１

σ
ｘｓ
犻犼犜

ｍｉｎ
犼

σ
ｘｓ
犻犻

＝犜
ｂ
犻

　　（犻＝狀－１，狀－２，…，１） （２９）

犜ｍｉｎ
犻 ＝ｍａｘ（犜

ａ
犻，犜

ｂ
犻）（犻＝狀－１，狀－２，…，１）

（３０）

若按式（３０）求得犜ｍｉｎ
犻 ＜０，则取犜

ｍｉｎ
犻 ＝０，表示

不需要这根拉索的索力。按照上述方法确定每根拉

索的索力最小值，得到最小索力｛犜ｍｉｎ｝：

｛犜ｍｉｎ｝＝｛犜ｍｉｎ
１ ，犜

ｍｉｎ
２ ，…，犜

ｍｉｎ
狀 ｝

Ｔ （３１）

２．３　合理应力控制目标确定

使用应力平衡法求解索力时须合理选择拱肋截

面的控制应力，拱肋截面承受的拉应力和压应力控

制值｛σ
ｌ｝和｛σ

ａ｝一般取５０％强度设计值，不同拱肋

界面的应力控制值可以不同。本文采用刚性支撑连

续梁法确定控制应力。

应力平衡法合理应力控制目标实现步骤：带有

扣索的裸拱结构中，把扣索模拟成刚性支撑，即扣索

的抗弯刚度很小，抗拉抗压刚度很大（抗压强度比真

实值大１０００倍以上）；拱肋的抗弯刚度及抗拉抗压

刚度依照实际情况确定。在自质量作用下，刚性支

撑连续梁法所求关键截面的上缘应力｛σ
ｓｒ｝为：

｛σ
ｓｒ｝＝｛σ

ｓｒ
１，σ

ｓｒ
２，…，σ

ｓｒ
狀｝

Ｔ （３２）

刚性支撑连续梁法所求关键截面的下缘应力

｛σ
ｘｒ｝为：

｛σ
ｘｒ｝＝｛σ

ｘｒ
１，σ

ｘｒ
２，…，σ

ｘｒ
狀｝

Ｔ （３３）

当所求索力为最小允许值时，应力平衡法所得

关键截面上缘控制应力｛σ
ｓｈ｝为：

｛σ
ｓｈ｝＝ｍｉｎ（｛σ

ｓｒ｝，５０％｛σ
ｌ｝） （３４）

应力平衡法所得关键截面下缘控制应力｛σ
ｘｈ｝为：

｛σ
ｘｈ｝＝ｍａｘ（｛σ

ｘｒ｝，５０％｛σ
ａ｝） （３５）

２．４　基于最小二乘法的索力调整

采用最小二乘法调整索力［５７］。假设目前有

狀根需要张拉的拉索，共有狀个参数需要控制。按

照设计要求，选择最小索力向量｛犜ｍｉｎ｝狀×１，采用上述

方法进行分析，当成桥达到裸拱状态时，通过计算得

到状态控制参数｛犉｝犽×１（控制参数包括成桥裸拱状

态时应力和标高等）。正装计算过程中，对一根索进

行张拉（假设为第犼根索）时，可得到第犼根索张拉

单位力对第犻个索力影响系数的增量犪犻犼。确定控

制目标值｛犉０｝犽×１后，则控制参数偏差为：

｛狑｝＝｛犉０｝－｛犉｝ （３６）

假定｛Δ犜｝代表张拉索力的调整量，则：

［犪］｛Δ犜｝＝｛Δ狑｝ （３７）

式中：［犪］为系数矩阵列；［Δ狑］为控制目标。

引入控制目标｛Δ狑｝，使各种可能起控制作用

的物理量都能在计算中考虑到，从而使式（３７）成为

超定方程组，采用最小二乘法便可求得广义解Δ犜，

并满足：

犙｛Δ犜｝＝‖［犪］｛Δ犜｝－｛Δ狑｝‖
２
＝

　　ｍｉｎ（∑
犽

犻＝１

［Δ狑犻－∑
狀

犼＝１

犪犻犼Δ犜犼］
２） （３８）

式中：犙 为含有｛Δ犜｝的表达式。

根据极值原理，满足式（３８）的最小Δ犜ｍ 必须

满足下式：

犙｛Δ犜｝

Δ犜犿

＝２∑
犽

犻＝１

｛［Δ狑犻－∑
狀

犼＝１

犪犻犼Δ犜犼］·

　　（－犪犻犿）｝＝０（犿＝１，２，…，狀） （３９）

式（３９）可转换为：

∑
狀

犼＝１

［∑
犽

犻＝１

（犪犻犿犪犻犼）·Δ犜犼］＝∑
犽

犻＝１

犪犻犿·Δ狑犻

　　（犿＝１，２，…，狀） （４０）

将式（４０）写成矩阵形式：

［犪］Ｔ［犪］｛Δ犜｝＝［犪］
Ｔ｛Δ狑｝ （４１）

上述狀个方程构成一个包含狀个未知索力调

整量的线性方程组，当该线性方程组的系数矩阵

列［犪］满秩即系数矩阵的各列线性无关时，方程组

有唯一解。根据这一结论，式（４１）有唯一解｛Δ犜｝。

新的索力可表示为：

｛犜２｝＝｛犜１｝＋｛Δ犜｝ （４２）

重复上述过程，直到各控制参数满足精度要求

及应力控制条件即收敛准则，得到最终索力。

３　拱肋节段吊装控制程序编制及实例分析

基于应力平衡法及最小二乘法编制图２所示悬

臂拼装拱桥施工控制计算分析程序。
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犌犼犻为第犼根拉索第犻个节段的截面受力；犌ｓ犻为犻个阶段承受的恒载

图２　悬臂拼装拱桥应力平衡法施工控制计算分析程序

　　以云南省小湾大桥拱肋吊装为例，采用上述方

法确定索力。小湾大桥为跨径１３０ｍ 悬链线无铰

提篮拱桥［８１０］，采用变截面混凝土箱形拱肋（见

图３）。使用图２所示计算分析程序，按照施工步

骤，考虑结构自质量计算各施工阶段扣索索力及相

应控制点标高变化量，并求得累计值。计算中整个

结构视为匀质弹性体，采用钢材，钢材的弹性模量为

２．１×１０８ｋＰａ，泊松比为０．１６７。利用拉索的力替代

拉索的作用，不考虑拉索的几何非线性影响。拱脚、

扣挂拱箱段、扣挂接头截面采用固结处理。使用足

够小的单元（犡 坐标间距为０．４ｍ的等截面单元）模

拟拱肋，其中每个单元的几何特性为平均几何特性。

图３　云南省小湾大桥示意图

　　采用上述方法计算该桥索力和位移，最大悬臂

状态下扣索索力和高程计算结果及与长沙理工大学

小湾大桥课题组预测索力、实测索力的比较见表１，

其中高程是以假定设计高程为零计算得到。

　　由表１可知：实测索力小于课题组的预测索力，

应力平衡法计算索力与实测索力接近；应力平衡法

计算位移与课题组预测位移和实测位移接近，总体

来说，实测位移大于预测位移，应力平衡法计算位移

大于预测位移，这是因为应力平衡法计算索力略小

于课题组预测索力。

表１　应力平衡法计算结果及与课题组研究成果和实测值的对比

索号
索力／ｋＮ

应力平衡法计算结果 课题组预测结果 实测值

位移／ｍｍ

应力平衡法计算结果 课题组预测结果 实测值

Ａ １７２．６４ １９３．６０ １５２．７０ ０．６４ ０．３７ １．０２

Ｂ １９６．４０ ２８０．３０ ２４７．４０ １．２４ ０．６０ ２．５０

Ｃ ２０９．２４ ３２２．３０ ２７０．３０ ３．６９ ２．２５ ３．６４

Ｄ ２４１．４１ ３２７．８０ ２８７．２０ １０．５２ ８．５２ ８．２２

Ｅ ３８９．８０ ３９８．９０ ３６３．５３ ２５．６７ ２４．７３ ２５．０８

Ｆ ４８８．９３ ４９１．９０ ４０１．４０ ４０．３２ ３９．６２ ４２．５７

４　结语

本文从应力平衡条件的数学公式出发，推导拱

桥拱肋吊装中采用应力平衡法求解索力的公式，并

提出使用刚性支撑连续梁法确定应力平衡法控制应

力的方法。针对计算索力不均匀的现象，采用最小

二乘法进行索力调整。最后按照应力平衡法的整体

思路编制拱桥吊装施工控制程序。算例计算结果与

实测值接近，应力平衡法计算结果在工程精度要求

（下转第１２７页）
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