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摘要：运用区间数基本定义和运算法则，基于预应力摩阻损失区间不确定性的基本特性，利用

预应力筋微元体受力平衡条件，将预应力筋与管道之间的摩擦因数和管道偏差系数采用区间数表

示，推导混凝土结构预应力等效荷载区间值计算公式，计算预应力区间不确定性影响下梁体预应

力等效荷载区间值，并通过算例验证该算法在考虑预应力摩阻损失参数为区间数或固定值时的适

用性。
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　　预应力施工中普遍存在摩阻损失参数的不确定

性，这些不确定性可能导致结构静态或动态响应产

生较大偏差，量化这些不确定性对工程结构的影响

是工程界迫切需要解决的问题之一［１２］。预应力混

凝土结构受设计参数、张拉工艺、材料特性及环境因

素影响必然存在一定预应力损失，导致结构中预加

应力减少，对结构抗裂性、挠度等性能产生影响，进

而导致桥梁的受力状态、结构静力和动力特性发生

改变［３６］。一方面，导致预应力损失的因素较多，这

些因素之间又相互影响，精确计算和测定预应力损

失大小十分重要；另一方面，即使是同一结构，每束

预应力的损失大小存在一定的不确定性，不会完全

相同。因此，量化预应力损失的不确定性对结构性

能的影响十分重要。

目前主要采用概率方法对不确定性结构的可靠

性进行研究，该方法计算结果较精确，但需要大量参

数统计样本构件参数的概率密度函数，在工程应用

中存在较大困难［７８］。为克服概率方法的不足，Ｂｅｎ

ＨａｉｍＹ．等提出非概率可靠性的方法
［９１０］，Ｍｏｏｒｅ

Ｒ．Ｅ．等提出区间分析的概念
［１１］；韩志杰等将非概

率可靠性理论用于吊梁可靠性验算［１２］；陈旭勇利用

区间模型分析钢筋混凝土梁非概率可靠性［１３］；Ｚｈａｏ

Ｅ．Ｆ．等使用凸集模型求解拱坝的非概率可靠性
［１４］；

金波等针对含有同类型构件的多构件结构区间优化

模型存在的区间扩张和计算量大的问题，提出将模

型转化为确定性优化模型并通过遗传算法求解的方

法［１５］；王印军等通过区间算法计算道钉位置与套筒

扳手的相对误差区间［１６］。上述研究将区间算法用

于实际工程评估，为摩阻损失区间不确定性下预应

力内荷载区间研究奠定了基础。本文利用区间数描

述预应力筋与管道之间的摩擦因数和管道偏差系

数，利用混凝土微元体受力平衡条件，研究混凝土结

构预应力等效荷载区间值的计算方法，为预应力混

凝土梁非概率可靠性设计提供参考。

１　区间数及基本运算法则

已知区间变量或算子定义为：

［狓］＝［狓ｄ，狓ｕ］＝［狓ｃ－Δ狓，狓ｃ＋Δ狓］ （１）

式中：狓ｄ、狓ｕ分别为区间数的下界和上界，狓ｄ＝狓ｃ－

Δ狓，狓ｕ＝狓ｃ－Δ狓；狓ｃ为区间的中点，是区间的确定

性部分，狓ｃ＝（狓ｄ＋狓ｕ）／２；Δ狓 为区间半径，为参数

的不确定性部分，Δ狓＝（狓ｄ－狓ｕ）／２。

区间数的运算满足 ＭｏｏｒｅＲ．Ｅ．等提出的加、

减、乘、除区间数四则运算法则［１１］：

［狓］＋［狔］＝［狓ｄ＋狔ｄ，狓ｕ＋狔ｕ］

［狓］－［狔］＝［狓ｄ－狔ｕ，狓ｕ－狔ｄ］

［狓］×［狔］＝［ｍｉｎ［狓ｄ×狔ｄ，狓ｄ×狔ｕ，狓ｕ×

　　狔ｄ，狓ｕ×狔ｕ］，ｍａｘ［狓ｄ×狔ｄ，狓ｄ×狔ｕ，

　　狓ｕ×狔ｄ，狓ｕ×狔ｕ］］

［狓］÷［狔］＝［狓ｄ，狓ｕ］×［
１

狔ｕ
，
１

狔ｄ
］

烅

烄

烆

（２）
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如果函数犳（狓，狔，狕，…）是区间变量狓，狔，狕，…

的任意函数，那么函数犳 的区间变化范围可由变量

的区间运算计算得到，如区间函数［１２］：

犳（［狓］，［狔］，［狕］）＝
［狓］＋［狔］

［狓］－［狔］
［狕］ （３）

设式（３）中［狓］＝［１，２］，［狔］＝［５，１０］，［狕］＝

［２，４］，则有：

犳＝
［１，２］＋［５，１０］

［１，２］－［５，１０］
［２，４］＝

［６，１２］

［－９，－３］
［２，４］＝

　　
［１２，４８］

［－９，－３］
＝ －

４８

３
，－
１２

９［ ］ （４）

２　虑预应力摩擦阻力的预应力内荷载分析

后张法预应力混凝土梁结构形成主要发生在预

应力张拉时传力锚固阶段。在传力锚固阶段，预应

力筋受到张拉力作用，在混凝土截面中建立预加内

应力。预应力筋与混凝土的相互作用可分为三部

分，分别为预应力束端头对锚固区的直接作用力犉Ａ

和犉Ｂ、弯曲预应力束对管道的法向挤压力狇ｒ、预应

力束与管道的径向静摩擦力狇θ。图１为单端张拉

预应力筋时混凝土受力示意图。

图１　预应力内荷载示意图

　　为计算预应力筋与混凝土结构的相互作用，以

混凝土截面的中性轴为狓 轴、垂直于中性轴的梁截

面为狔轴建立直角坐标系，预应力束在该坐标系中

的表达式为犲（狓）。将图１中沿预应力束的法向作

用力狇ｒ和径向静摩擦力狇θ在直角坐标系中进行正

交分解，得到图２所示受力示意图。

图２　预应力内荷载直角坐标示意图

　　计算梁轴向内荷载狇狓（狓）和竖向内荷载狇狔（狓）

在混凝土截面产生的内力，可得到狓 截面处内力表

达式：

犖（狓）＝犖０＋∫
狓

０
狇狓（狋）ｄ狋 （５）

犙（狓）＝犙０＋∫
狓

０
狇狔（狋）ｄ狋 （６）

犕（狓）＝犕０＋∫
狓

０
狇狓（狋）·犲（狋）＋

　　狇狔（狋）·（狓－狋）ｄ狋 （７）

式中：犖（狓）、犙（狓）、犕（狓）分别为狓截面处的压力、

剪力和弯矩；犖０、犙０、犕０分别为混凝土截面处的初

始压力、初始剪力和初始弯矩，初始计算截面位于梁

端时，初始内力为预应力束端头对梁截面产生的等

效内力。

计算时作如下假设和简化：１）预应力筋与孔

道壁接触紧密；２）预应力筋与混凝土接触面上的

摩擦阻力遵循库仑定律。

考虑到预应力筋与混凝土之间的相互作用，取

一微段梁体ｄ狓，将其中预应力束和混凝土体分别视

为隔离体进行研究。预应力筋局部微元段ｄ狊的受

力如图３所示，其中预应力筋微元体犃 端和犅 端作

用的预加力分别为犉（狓－ｄ狓／２）和犉（狓＋ｄ狓／２），

预应力筋微段受到的混凝土合力为向量狇（狓）。

图３　预应力筋微元段隔离体及受力状态示意图

　　根据预应力筋微元体平衡条件，有：

犉 狓＋
ｄ狓

２（ ）－犉 狓－ｄ狓２（ ）＝ｄ犉（狓）＝狇（狓）ｄ狊
（８）

对式（８）进行简化，得：

狇（狓）＝
ｄ犉（狓）

ｄ狊
（９）

如图４所示，将预应力筋微元段受到的混凝土

合力狇（狓）沿预应力筋法向和切向进行分解，则

狇（狓）可写为：

狇（狓）＝狇θ（狓）犻＋狇ｒ（狓）犼 （１０）

式中：犻和犼分别为微元段ｄ狊沿弧段切向和法向的

单位向量。

图４　预应力筋微元段隔离体受力分解示意图

　　考虑到ｄ犉（狓）位于犅 端点，且与犅 点处的切
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向方向一致，将式（１０）改写为：

狇（狓）＝
ｄ（犉（狓）犻）

ｄ狊
＝
ｄ犉（狓）

ｄ狊
犻＋
犉（狓）

ｄ狊
ｄ犻 （１１）

设该预应力筋微元段ｄ狊的曲率为犮，由几何关

系得：

ｄ犻

ｄ狊
＝犮·犼 （１２）

将式（１２）代入式（１１），得：

狇（狓）＝
ｄ（犉（狓）犻）

ｄ狊
＝
ｄ犉（狓）

ｄ狊
犻＋犮犉（狓）犼 （１３）

比较式（１３）和式（１０）的系数项，得到切向分力

与法向分力表达式：

狇θ（狓）＝
ｄ犉（狓）

ｄ狊
（１４）

狇ｒ（狓）＝犮犉（狓） （１５）

假设预应力筋和混凝土间摩擦力大小与压力成

正比，可建立法向作用力狇ｒ（狓）与切向作用力狇θ（狓）

的关系：

狇θ（狓）＝μ狇ｒ（狓） （１６）

式中：μ为预应力孔道对预应力筋的孔道摩擦因数。

同时考虑孔道非理想平顺，局部曲率存在正负

偏差，引入预应力筋与管道之间的管道偏差系数犽，

设平均偏差曲率半径为犚２，并令犽＝μ／犚２，式（１６）

可写为：

狇θ（狓）＝（犮μ＋犽）犉（狓） （１７）

由预应力引起的内荷载一般表达式为：

狇（狓）＝（μ犮＋犽）犉（狓）犻＋犮犉（狓）犼 （１８）

设预应力筋为平面曲线方程狔＝犳（狓），则狓处

的曲率为：

犮＝
狔″

（１＋狔′
２）３／２

（１９）

将狇（狓）在水平方向和垂直方向进行分解，得：

狇（狓）＝狇狓（狓）ｄ狓＋狇狔（狓）ｄ狔 （２０）

由于力向量无论在何种坐标系必然是相同的，

利用坐标变换关系得：

犻＝ｃｏｓαｄ狓＋ｓｉｎαｄ狔

犼＝ｓｉｎαｄ狓－ｃｏｓαｄ狔｛ （２１）

式中：α为曲线狔＝犳（狓）在狓处的切向水平角，α＝

ａｒｃｔａｎ狔′。

将式（２１）代入式（１０）并化简，得：

狇（狓）＝ 狇θ（狓）ｃｏｓα＋狇ｒ（狓）ｓｉｎα［ ］ｄ狓＋

　　 狇狔（狓）ｓｉｎα－狇ｒ（狓）ｃｏｓα［ ］ｄ狔 （２２）

比较式（２０）和式（２２）的系数项，得：

狇狓（狓）＝狇θ（狓）ｃｏｓα＋狇狉（狓）ｓｉｎα

狇狔（狓）＝狇θ（狓）ｓｉｎα－狇ｒ（狓）ｃｏｓα
（２３）

将式（１５）和式（１７）代入式（２３），得到考虑摩擦

阻力的节间预应力束横向内载集度［见式（２４）］、考

虑摩擦阻力的节间预应力束竖向内载集度［见

式（２５）］。

狇狓（狓）＝（犮μ＋犽）犉（狓）ｃｏｓα＋犮犉（狓）ｓｉｎα

（２４）

狇狔（狓）＝（犮μ＋犽）犉（狓）ｓｉｎα－犮犉（狓）ｃｏｓα

（２５）

考虑到摩擦因数μ 和管道偏差系数犽存在一

定的区间不确定性，引入区间数，得：

狇狓（狓）＝（犮［μ］＋［犽］）犉（狓）ｃｏｓα＋

　　犮犉（狓）ｓｉｎα

狇狔（狓）＝（犮［μ］＋［犽］）犉（狓）ｓｉｎα－

　　犮犉（狓）ｃｏｓα

烅

烄

烆

（２６）

式（２６）即为平面直角坐标系下考虑预应力区间

不确定性的预应力等效荷载计算公式。

３　算例与分析

以图５所示预应力简支梁为例，利用上述算法

分别计算不考虑、考虑预应力区间不确定性时预应

力等效荷载。预应力筋两端集中力为犉。

图５　抛物线形预应力筋示意图

　　设预应力筋呈抛物线形设置，坐标布置在梁的中

点位置，顶点矢高为犳，梁长为犔，令犿＝犔
２／（８犳），则

方程狔＝犲（狓）可表示为：

狔＝
２

犿
狓２－犳 （２７）

式（２６）第二项可简化为：

狇狔（狓）＝（犮［μ］＋［犽］）犉（狓）ｓｉｎα－犮犉（狓）ｃｏｓα＝

　　
［μ］犿

２

（犿２＋狓２）２
＋

［犽］

（犿２＋狓２）１
／２［ ］狓犉（狓）－

　　
犿３

（犿２＋狓２）２
犉（狓） （２８）

算例１：不考虑摩阻损失和预应力筋与孔道

之间的管道偏差系数影响时，式（２５）的竖向荷载

狇狔（狓）（节间荷载）可简化为：
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狇狔（狓）＝－犮犉（狓）ｃｏｓα＝－
狔″

（１＋狔′
２）２
犉（狓）＝

　　－
犿３

（犿２＋狓２）２
犉（狓） （２９）

式（２９）表明，预应力筋呈二次抛物线布置，且不

考虑摩擦损失与管道偏差系数时，节间等效荷载为

常数。参考文献［１７］，设预加力为１２００ｋＮ，犳＝

７５０ｍｍ，犔＝５０００ｍｍ，犲１＝犲２＝１００ｍｍ，计算得

简支梁中点狇狔（０）＝２８８ｋＮ／ｍ，简支梁两个端点

狇ｙ（犔／２）＝１５６ｋＮ／ｍ。

算例２：考虑混凝土和预应力筋之间的摩擦因

数μ及管道偏差系数犽的区间不确定性，引入摩擦

因数的区间数［μ］＝［０．００，０．１５］、管道偏差系数的

区间数［犽］＝［０．００，０．０５］，则式（２５）可写为：

狇狔（狓）＝
［μ］犿

２

（犿２＋狓２）２
＋

［犽］

（犿２＋狓２）１
／２［ ］·

　　狓犉（狓）－
犿３

（犿２＋狓２）２
犉（狓） （３０）

由式 （３０）可得简支梁中点荷载狇狔 （０）＝

２８８ｋＮ／ｍ（狓＝０），简支梁两端点的荷载为 ［１０７，

１５６］ｋＮ／ｍ。

４　结语

本文基于材料力学基本原理，利用预应力混凝

土微元体平衡条件，推导考虑预应力摩阻损失的预

应力内荷载计算公式。考虑预应力梁管道摩阻损失

不确定性的特点，将预应力筋与孔道之间的摩擦因

数μ和管道偏差系数犽表示为区间数，得到混凝土

结构预应力等效荷载区间值的计算方法。算例分析

结果表明，该算法既可用于预应力摩阻损失参数有

准确数据时的预应力等效荷载计算，也可用于预应

力摩阻损失为区间数时预应力等效荷载区间值

计算。
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